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Apresentacao

Este é um livro didatico de introducdo a teoria dos ntmeros. Desta
forma, nao tem objetivo de apresentar um tratamento conciso, completo
ou apenas formal do assunto. Para o leitor interessado na abordagem
mais direta, a referéncia mais popular é o livro de Hardy e Wright, que,
apesar de ja ter certa idade, foi revisto recentemente por Silverman, um
dos mais importantes especialistas da drea.

Para explicar melhor a origem deste livro, é conveniente comecarmos
com uma breve digressdo. Meu interesse por teoria dos niimeros, como
é o caso de muitos estudantes, remete aos meus tempos de colégio; mi-
nha memoria mais forte é da oitava série, com a leitura de O homem
que calculava, de Malba Tahan, motivado pelo professor Jodo, um en-
genheiro de formagdo que em algum momento descobriu grande paixao
pelo ensino de Matematica. Ha pouco tempo também me lembrei de
ter lido O 4dltimo teorema de Fermat, de Simon Singh, quando eu estava
no colegial, e de ter tentado provar que a equacao ciibica nao admitia
solugoes inteiras. Eu pensava que esse caso particular nao podia ser tao
dificil de mostrar, mas logo desisti. Um colega de colegial, hoje também
matematico, comentou comigo anos depois que fazia iniciagdo cientifica
nessa area, mas ndo me lembrei de perguntar para ele como resolver
esse caso. No apéndice deste livro, apresento uma prova do teorema de
Fermat no caso n = 3, prova que s6 foi possivel gragas ao livro Fermat’s
last theorem for amateurs, de Paulo Ribenboim, obra a que tive acesso
apenas nos ultimos anos. A prova, além de ter como pré-requisito a
maior parte deste livro, é a que considero mais dificil de todo o texto.
Entao, se vocé tiver dificuldade em entendé-la, estd em boa companhia.
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Apresentacao

Apesar de meus estudos terem aos poucos convergido para outros as-
suntos, eu continuei por conta prépria a ler livros e artigos relacionando
a teoria dos ntimeros e a outros assuntos conforme os anos passavam.
Quando vim para o ITA, havia a possibilidade de ofertar disciplinas ele-
tivas de nosso interesse, o que foi para mim uma escolha natural. Apds
aprovacao da ementa e no momento certo, consegui ofertar a disciplina...
por trés semanas. Era o comeco da pandemia de covid-19.

A primeira versao deste livro foi escrita principalmente nesse periodo,
sendo a tnica forma razoavel que eu conseguiria administrar para in-
teragir com os estudantes. Eu ja tinha, sim, um rascunho inicial de
curso, mas este texto divergiu bastante do original em diversos aspec-
tos. Quando comecei a primeira revisdo do material digitado, encontrei
poucos pontos importantes que precisaram ser mudados drasticamente,
0 que me surpreendeu, pois muita coisa foi escrita diretamente no teclado
e com sérias restrigcdes de tempo.

O estilo da escrita é bastante discursivo, buscando sempre motivar
cada resultado e explicitar ideias dentro de demonstracoes. Isso foi pla-
nejado, é claro, para funcionar como um substituto da aula presencial ou
em video, mas quero notar que vejo isso como uma forma de comunicagao
natural em livros didaticos, principalmente quando os estudantes estao
entrando em contato pela primeira vez com conceitos abstratos e com a
forma de argumentacdo prépria da cultura matematica.

Um dos objetivos deste curso é fazer uma primeira apresentacido de
aspectos computacionais da teoria dos niimeros, tanto dos algoritmos de
resolucao no papel quanto da sua implementacao, além de apresentar
questoes sobre a complexidade computacional das solugées. Como per-
cebi que os estudantes se sentem muito intimidados com a programacao,
apenas escrevi cédigos quando julguei que adicionam algo fundamen-
tal para a explicacdo. Nesse caso os cddigos sdo apresentados sem es-
pecificacao de linguagem, o que deve facilitar o entendimento e servir
de modelo para exercicios nessa linha. Para estudantes de Ciéncia da
Computagao, por exemplo, é possivel que o professor peca até mesmo
exercicios-programa em sua avaliagao.

Enfatizo a interpretacdo geométrica dos problemas, em especial na
diregdo de interpreta-los com auxilio de lattices, que sdo frequentemente
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Teoria dos niimeros

traduzidos como reticulados em portugués. Permeei a histéria da Ma-
tematica por muitos temas, servindo de fator motivador de muitas dis-
cussoes e passando por diversas regioes geograficas e épocas. Também
sdo feitas referéncias a resultados mais atuais como direcionamento de
estudo e remetendo a histéria quase que atual da Matematica.

Ainda com a intencdo de apresentar a teoria de forma mais con-
temporanea, introduzi rapidamente a linguagem de funcdes aritméticas
e fago referéncias a base de pesquisa OEIS. Alguns resultados sobre a
média de fungbes aritméticas sao discutidos no texto, usando resulta-
dos de Célculo. Por outro lado, tomamos caminhos bastante classicos
quando iniciamos com uma abordagem axiomadtica, tomamos o tempo
que julgamos necessario para definir congruéncias e fazemos o estudo da
equacao biquadrada diretamente com ideias de Fermat.

Este contraste entre modernidade e antiguidade que cerca a teoria
dos numeros e guia o livro reflete o piblico para o qual foi pensado. Os
estudantes que assistem ao curso sdo muito interessados em matematica
e dominam seus aspectos elementares. Muitos ja participaram, e ainda
participarao, de olimpiadas e sabem usar congruéncias, por exemplo,
com grande habilidade, apesar de terem dificuldade em entender esse
conceito como parte de uma teoria. Enquanto sabem aplicar muito
rapidamente critérios de divisibilidade em base 10, relatam nunca terem
feito a prova desses fatos, provas essas que sdo bastante elementares.

Para os estudantes em estagios mais avancados, inclui no final de
cada capitulo um tema avangado em continuacdo natural & discussao
do tema. Ha pouco hand-holding nessas se¢oes, de forma proposital:
espera-se que o leitor as leia com lapis e computador na mao e preencha
os detalhes omitidos. Os estudantes que estdo entrando em contato
com a teoria pela primeira vez podem evitar essas se¢Oes ou passar por
elas de forma breve, sem prejuizo do entendimento do restante do texto.
Procedendo dessa forma, creio que o resultado final é acessivel ao piiblico
geral, respeitando a maturidade de cada leitor, e por qualquer trajeto
escolhido nao deixa de abordar assuntos interessantes e nao elementares
que frequentemente ndo sao discutidos em cursos iniciais.

Os exercicios foram escolhidos de forma a cobrir os assuntos com
extensdo e em quantidade compativel com as horas de estudo esperadas,
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sem exageros. H4 uma boa quantidade de exercicios puramente praticos
que consistem em aplicacdo de algoritmos, um passo necessario antes
de maiores abstracdes. Os exercicios tedricos comegam faceis, pensa-
dos para treinar o aluno a escrever provas, e progridem em dificuldade
conforme o curso avanca. Todos tém respostas no formato de dicas,
de forma que o estudante tenha ao menos um roteiro para entender o
que precisa fazer em cada um. Sé recomendo a leitura das dicas apds o
esgotamento do tempo ou de ideias para a resolucao do problema.

Os estudantes sdo incentivados a continuar seus estudos a partir de
temas que julguem interessantes, e hé indicacdo de bibliografia para
isso. Sao incentivados também a continuar a estudar para participar
de olimpiadas, razao pela qual uso os termos gcd e lem em vez de mdc
e mmec, respectivamente. Acredito também que a extensdo e a profun-
didade dos temas abordados aqui formam uma base adequada para o
aluno iniciar a leitura de algum artigo simples em iniciacdo cientifica,
dai o motivo da inclusdo de cada um dos temas, ainda que as discussoes
finais apresentem uma dificuldade consideravel para um primeiro curso.

Para a referéncia do professor, considerando aulas de duvidas, even-
tuais feriados e avaliacGes, creio que o conteiido é adequado para um
curso semestral de quatro horas-aula semanais, sendo os capitulos de-
dicados a temas cuja duracdo pode variar entre uma e duas semanas,
dependendo do que julgar interessante omitir ou destacar para a turma.
Penso que estudantes do ensino médio que tenham interesse pela teo-
ria dos ntimeros e por competi¢oes olimpicas podem fazer uma primeira
leitura focada nos capitulos de 1 a 7. Turmas de graduacdo em ma-
tematica podem ir até o capitulo 10, eventualmente fazendo apenas uma
apresentagao breve do teorema da reciprocidade quadréatica. Turmas de
computacao podem fazer o mesmo, mas incluindo uma apresentacdo do
capitulo 11, para isso podendo, se necessério, pular o primeiro capitulo.
Os capitulos 6 e 12 podem ser lidos de forma independente pelos estu-
dantes como atividade extra se houver restricoes de tempo. Estudantes
que tenham interesse em participar de olimpiadas universitarias ou de
uma pos-graduagao devem ler o texto na integra, incluindo os tépicos
adicionais que podem ser considerados atividade extra-sala para os ou-
tros.
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Teoria dos niimeros

Para a referéncia dos estudantes, especialmente aqueles que estu-
darao por conta proépria, é importante saber a priori que os capitulos
finais tém grau de dificuldade elevado. A prova do teorema da recipro-
cidade quadratica, por exemplo, é delicada e abstrata, mesmo com todo
esforco feito para torna-la acessivel. O mesmo pode ser dito sobre a ca-
racterizacdo dos casos em que existem raizes A-primitivas. No entanto,
nao é esperado que vocé entenda todos os detalhes e saiba replicar essas
provas apd0s uma primeira leitura. S&o provas dificeis também para os
professores e requerem um tempo de preparacdo de aula adicional. O que
é esperado de vocé é mais proximo das listas de exercicios, que incluem,
por exemplo, exercicios de contas. Nao deixe de ler esses capitulos, ainda
que vocé sinta que nao é possivel entendé-los por inteiro em um primeiro
momento.

Por fim, gostaria de agradecer a revisao final feita pelo Prof. Samuel
Augusto Wainer. Desde o inicio deste projeto, quis incluir alguém que
tivesse mais conhecimento e experiéncia em Algebra do que eu para
incluir sua percepc¢do, pensando que este também pode ser um curso
preparatério para as disciplinas dessa area. Nao tenho duvidas de que
o trabalho como apresentado aqui foi enriquecido por sua colaboracao.
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1 - Inteiros

Neste capitulo iniciamos nosso estudo dos ntimeros inteiros a partir de
um sistema de axiomas, de forma semelhante ao tratamento de Euclides
para a geometria. Discutimos consequéncias dos axiomas que justifi-
cam o tratamento costumeiro da aritmética nos inteiros e terminamos
a discussdao mostrando e aplicando o principio da induc¢ao finita a que
recorremos com frequéncia em nosso estudo.

Como tépico adicional, fazemos uma primeira apresentacao dos con-
ceitos de consisténcia e completude para sistemas axiomaéticos e fazemos
mengao aos teoremas de Goedel.

1.1 Um sistema axiomatico para os inteiros

Um axioma é uma afirmagdo que assumimos ser verdadeira. O obje-
tivo da abordagem axiomatica é conseguir, a partir de uma quantidade
razoavel de suposicoes, preferencialmente “pequena”, conseguir deduzir,
de acordo com a légica proposicional, novos resultados de natureza mais
sofisticada, que chamamos de proposicoes, lemas e teoremas. A logica
proposicional tem como principal ferramenta o modus ponens, que por
este momento explicamos como

Se sabemos que P implica Q) e
Se sabemos que P é verdadeiro
Entao @ é verdadeiro.

O uso do modus ponens requer que assumamos que ao menos duas
afirmagoes sejam verdadeiras (no caso “P implica Q" e “P”). Nao é
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1 - Inteiros

possivel, portanto, construirmos uma teoria desta forma sem assumirmos
algumas proposicoes como verdadeiras.

O modus ponens é, portanto, apenas uma regra de inferéncia légica
e, a0 mesmo tempo que requer existéncia de axiomas para ser efetiva-
mente aplicado, ndo leva em consideragio a razoabilidade dos axiomas.
Uma escolha cuidadosa de axiomas é o que determina a qualidade de
uma teoria. Um exemplo que vocé ji deve conhecer sao os axiomas de
Euclides para a geometria. Assumimos que:

(E1) Podemos tragar uma reta ligando dois pontos distintos.
(E2) Podemos estender um segmento de reta nas duas diregoes.
(E3) Podemos construir um circulo com centro e raio prescritos.
(E4) Todos os angulos retos sdo iguais.

(E5) Em um plano, dada uma reta r e um ponto P fora dela, é possivel
determinar uma tnica reta paralela a r passando por P.

As quatro primeiras afirmagoes soam de fato tado elementares que
mal podemos imaginar como desenvolver qualquer geometria sem elas.
Sao afirmagoes baseadas inclusive na nossa experiéncia (vocé sabe como
desenhar uma reta ligando dois pontos!), e fazer uma geometria sem elas
levanta questées até sobre sua utilidade.

No entanto, o tltimo axioma (nesta forma, conhecido como axioma
de John Playfair) caracteriza a geometria Euclideana. Munidos desses
cinco axiomas, podemos, por exemplo, provar o Teorema de Pitagoras,
o Teorema de Tales e que a soma dos angulos internos de um triangulo é
7. Nenhuma dessas afirmagoes é védlida sem o axioma de Playfair (ou um
axioma equivalente), o que deixa dizer que nao sao resultados simples.
Sao de fato resultados notaveis, de aplicagdo pratica e nao imediata-
mente intuitivos o suficiente para serem colocados como axiomas.

O tratamento axiomatico de Euclides consta em Os elementos, es-
crito por volta de 300 AEC (antes da era comum). A necessidade de um
tratamento axiomdtico para os naturais comega a ficar clara por volta
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