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Apresentacao

O objetivo deste livro é oferecer um texto introdutorio aos grupos de Lie, apresentando
a teoria a partir de seus principios fundamentais.

O conceito de grupo se tornou um dos conceitos basicos da matemadtica contem-
poranea e de suas aplicacoes. Isso se deve tanto a sua simplicidade como estrutura
algébrica quanto ao fato de que a ideia de simetria, num sentido amplo, é formalizada
através de invariantes por grupos de transformagoes.

Os grupos de Lie formam uma classe especial de grupos, que sao estudados por
meio dos métodos do calculo diferencial e integral. Como estrutura matematica, um
grupo de Lie é a combinagao da estrutura algébrica de grupo com a estrutura de
variedade diferenciavel. Os grupos de Lie comecaram a ser estudados por volta de
1870, como grupos de simetrias de equacoes diferenciais e das diversas geometrias que
haviam surgido até entao. Desde essa época, a teoria dos grupos de Lie, ou o que se
chama mais geralmente de teoria de Lie, teve um grande desenvolvimento e estabeleceu
ramificacoes nas mais diversas areas da matematica e de suas aplicacoes.

Os métodos para estudar os grupos de Lie estao baseados na construgao de suas
algebras de Lie, o que foi feito inicialmente por Sophus Lie na década de 1870. (Alids,
a teoria leva o seu nome em virtude dessa construgao.) Uma vez tendo a dlgebra de
Lie de um grupo de Lie, a ideia toda consiste em obter propriedades locais ou globais
dos grupos de Lie a partir de propriedades das algebras de Lie. KEsse processo de
transferéncia é bastante efetivo, o que permite descrever os grupos de Lie, que sao
objetos tipicamente nao lineares, através da algebra linear embutida nas algebras de
Lie.

Neste livro, sao desenvolvidos os resultados que estabelecem a relagao entre os
grupos e as algebras de Lie. Ele foi dividido em quatro partes, acrescidas de uma
quinta parte constituida de apéndices.

O corpo principal da teoria dos grupos de Lie e sua classificacao a partir das algebras
de Lie é desenvolvido nas partes 2 e 3. A parte 2 contém quatro capitulos, nos quais
¢é definida a algebra de Lie de um grupo de Lie e sao demonstradas as férmulas que
relacionam, através da aplicacao exponencial, o produto no grupo e o colchete de Lie
na algebra. Sao considerados ai também os subgrupos de Lie de um grupo de Lie e suas
relagoes com as subdlgebras de Lie, além de outros conceitos usuais da teoria de grupos,
tais como homomorfismos, subgrupos normais e espacos quocientes. Os resultados da
parte 2 desembocam num teorema de existéncia e unicidade de grupo de Lie com uma
algebra de Lie dada, com a restricao de que a unicidade vale apenas para grupos de Lie
que satisfazem a propriedade topoldgica global de ser conexo e simplesmente conexo.

11



12 Apresentacao

A parte 2 nao exige um conhecimento de algebras de Lie. Os poucos conceitos
usados sao definidos quando necesséarios. Ao contréario da parte 3, cujo objetivo é obter
todos os grupos de Lie a partir das algebras de Lie. Nesse ponto, os resultados mais
profundos de classificagao das algebras de Lie semissimples entram de forma decisiva.

Quanto as outras partes do livro, a parte 1 considera grupos topoldgicos. O tnico
capitulo dessa parte que é necessario para a leitura do restante do livro é o primeiro, que
trata de propriedades topolégicas de grupos. Essas propriedades sao satisfeitas pelos
grupos de Lie e sao amplamente utilizadas. Os outros dois capitulos sobre grupos
topolégicos (medidas de Haar e representacgoes de grupos compactos) estao baseados
em pré-requisitos distintos do resto do livro (teoria da medida e um pouco de andlise
funcional) e aparecem apenas de forma marginal nos desenvolvimentos subsequentes.

Jé a parte 4 trata de acoes de grupos de Lie. Sao estudadas as orbitas de uma agao
demonstrando que elas sao subvariedades diferencidaveis. Além do mais, sao introduzi-
dos os conceitos de fibrado principal e fibrado associado, cujas fibras sao grupos de Lie
ou espacos onde agem grupos de Lie. O capitulo final é dedicado a uma introducao a
uma vasta drea da geometria diferencial, que estuda estruturas geométricas invariantes
em espacos homogeéneos.

No inicio de cada parte, encontra-se um resumo mais detalhado de cada uma delas.
Esses resumos indicam quais os resultados principais dos diferentes capitulos e como
eles se interconectam.

O livro se inicia com um capitulo introdutoério, que tem o objetivo de apresentar um
panorama informal das relagoes entre os grupos de Lie e as dlgebras de Lie, incluindo
uma discussao sobre a classificacao dos grupos de Lie.

Como sugestao para uma primeira leitura, fica a seguinte sequéncia de capitulos,
que apresenta os fundamentos da teoria de grupos de Lie: capitulos , |§|, , (até a
secao [8.1)), [0 [10] [L1] (até a se¢ao e[13

Por fim, gostaria de expressar meus agradecimentos as diversas pessoas que, de al-
guma forma, colaboraram para que este livro fosse concluido, apresentando sugestoes,
apontando diversas falhas nas versoes preliminares e manifestando apoio. Em parti-
cular, sou grato a todos os estudantes que participaram dos cursos de grupos de Lie
na Unicamp. Agradeco em especial a colaboracao de meus amigos e colegas: Alexan-
dre Santana, Carlos Braga Barros, Caio Negreiros, Elizabeth Gasparim, Lino Grama,
Lonardo Rabelo, Lucas Seco, Luciana Alves, Mauro Patrao, Osvaldo do Rocio, Paolo
Piccione, Paulo Ruffino, Pedro Catuogno, Ronan Reis e Victor Ayala.

Luiz A. B. San Martin



Capitulo 1

Introducao

Este capitulo introdutorio tem um carater informal. Seu objetivo é propiciar ao lei-
tor uma visao panoramica da teoria desenvolvida neste livro, discutindo alguns dos
resultados principais através de exemplos, os quais sao ao mesmo tempo concretos e
ilustrativos e por isso centrais na teoria.

A definigao formal de um grupo de Lie serd feita adiante no capitulo [5] Para todos
os efeitos, um grupo de Lie consiste num grupo G cujo produto

(9,h) e GXxG+—ghed

é uma aplicacao diferenciavel. Um exemplo rico o bastante para cobrir boa parte da
teoria, e ao qual se deve recorrer sempre como guia, é o grupo linear geral Gl (n, R). Os
elementos desse grupo sao as matrizes n X n inversiveis com entradas reais, ou, o que
é essencialmente a mesma coisa, as transformacoes lineares inversiveis de um espago
vetorial real de dimensao finita.

A seguir, serao discutidos alguns aspectos do grupo Gl (n, R). A primeira observagao
¢é que esse conjunto é um aberto do espago vetorial das matrizes n xn, isto €, de R™. Ele
¢é formado por duas componentes conexas, determinadas pelo sinal do determinante.
Uma delas é

GI* (n,R) = {g € Gl (n,R) : det g > 0},

que é um subgrupo de Gl (n,R). A outra componente conexa é formada pelas matrizes
com determinante < 0 e nao é um subgrupo.

A estrutura de grupo em Gl (n,R) é dada pelo produto usual de matrizes. Se
X = (z45) e Y € (y;;) sdo matrizes n X n, entdo Z = XY = (z;;) é dado por

n
Zij = E LikYkyj,
k=1

que ¢ uma aplicagao polinomial de grau dois nas varidveis x;;, y;;. Portanto, o produto
é uma aplicagao diferencidvel. Por essa razao, Gl (n,R) é um grupo de Lie.

A grande forca da teoria dos grupos de Lie estd baseada na existéncia das algebras
de Lie associadas aos grupos. As algebras de Lie possibilitam transferir métodos da
algebra linear ao estudo de objetos nao lineares, como sao os grupos de Lie. Uma

13



14 Capitulo 1. Introducao

algebra de Lie é uma estrutura algébrica por exceléncia. Ela é definida como um
espago vetorial g munido de um produto (colchete) [-,:] : g X g — g que satisfaz as
seguintes propriedades:

1. Bilinearidade, isto é, [+, -] é linear em cada uma das varidveis ou ainda o colchete
¢ distributivo em relacao as operacoes de espaco vetorial.

2. Antissimetria, isto é, [X,Y] = —[Y, X], para X,Y € g.
3. Identidade de Jacobi: para XY, Z € g,
X, [y, Z]] = [[X, Y], Z] + [, [X, Z]].

Os elementos da algebra de Lie de um grupo de Lie sao equacoes diferenciais or-
dindrias (campos de vetores) no grupo, que satisfazem uma propriedade de simetria
proveniente da estrutura multiplicativa do grupo (campos de vetores invariantes por
translagoes, veja capitulo [5)). Por sua vez, os elementos do grupo s@o obtidos através
das solucoes dessas equacoes dadas pelos seus fluxos. Normalmente, o espaco vetorial
subjacente a algebra de Lie de um grupo de Lie ¢é identificado com o espac¢o T1G dos
vetores tangentes ao elemento neutro 1 € G.

Em outras palavras, a algebra de Lie é um objeto linear que aproxima o grupo: um
elemento da &dlgebra de Lie é dado pela derivada de uma curva no grupo. O proce-
dimento contrario consiste em resolver equagoes diferenciais. Por isso, nos primeiros
decénios do desenvolvimento da teoria, era empregado o termo grupo infinitesimal
em vez de algebra de Lie.

No caso de Gl(n,R), sua algebra de Lie é o espago vetorial das matrizes n X n,
munido do colchete dado pelo comutador de matrized]

[A,B] = BA— AB.

Essa algebra de Lie serd denotada por gl (n,R). Para estabelecer a relagao entre a
algebra e o grupo, considere, para cada matriz A € gl (n,R), o campo de vetores

g Ag

no espaco da matrizes. Esse campo induz a equacao diferencial linear

dg
o = A9 (1.1)

~ . . . X .
Essa equacao é nada mais nada menos que o sistema linear — = Ax, x € R", repetido
n vezes, uma vez para cada coluna da matriz g. A solucao fundamental do sistema
linear em R™ é dada por
1
etd = E — (tA)",
n!

n>0

L A ordem inversa que aparece nesse comutador deve-se & escolha dos campos invariantes & direita,
a ser feita logo mais.
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o que garante que a soluc¢ao da equagao (|1.1)) com condigao inicial g (0) = 1 (onde 1
denota a matriz identidade n x n) é g (t) = ', Essa solucao est4 inteiramente contida
em Gl (n,R), pois as exponenciais sdo matrizes inversiveis. Além do mais, a curva

g:R — Gl(n,R) g(t)=e"

¢ um homomorfismo quando se considera a estrutura aditiva de grupo em R, ja que
vale a férmula et9)4 = et4es4 A imagem desse homomorfismo é o que se denomina
de subgrupo a 1-parametro do grupo de Lie.

Em suma, existe uma construgao natural que associa a cada elemento da algebra de
Lie um subgrupo do grupo de Lie. Essa construcao define a aplicagao exponencial
do grupo de Lie. Ela é basica para o desenvolvimento da teoria, pois é a aplicacao
exponencial que estabelece o vinculo entre o colchete na algebra de Lie e o produto no
grupo, determinando (quase que) completamente a estrutura do grupo de Lie a partir
da dlgebra de Lie. Esse vinculo é realizado através de férmulas que envolvem [, ], exp
e o produto no grupo.

Um exemplo é a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (veja capitulo. Essa
férmula se escreve, para X e Y na algebra de Lie, como

XV — pelXY)

Y

onde ¢(X,Y) é uma série (similar a uma série de Taylor), que envolve apenas X e Y
e seus colchetes sucessivos. Os primeiros termos dessa série sao

C(XY) = X +Y 4 S0V 4 XYL Y] - XYL X+ (1)
e os demais termos envolvem colchetes com quatro ou mais elementos. A série ¢ (X,Y)
converge se X e Y sao suficientemente pequenos, mostrando que, para esses valores de
X e Y, o produto eXe¥ é completamente determinado pela algebra de Lie, isto ¢, pelos
colchetes entre seus elementos. Isso acarreta que o produto no grupo é completamente
determinado localmente, ao redor do elemento neutro, pelo colchete na algebra de Lie.
Esse tipo de relacao entre o colchete e o produto pode ser propagado a todo o
grupo, permitindo mostrar que, a menos de propriedades topolégicas globais (como,
por exemplo, o espago topolégico subjacente ao grupo é conexo e simplesmente conexo),
existe um unico grupo de Lie associado a uma algebra de Lie dada.
Outra férmula é a expansao de Taylor do comutador de exponenciais dado pela
curva

a(t) = eBeteBetA (1.3)
no grupo linear Gl (n,R). Usando reiteradamente a derivada

ietA _ AetA — etAA,
dt

verifica-se que o (0) =0 e

a” (0) = 2[A, B].



16 Capitulo 1. Introducao

Como « (0) = 1, isso significa que
a(t)=1+tA B+,

cujo termo relevante é [A, B]. Isso apresenta o colchete como o objeto infinitesimal
associado ao comutador no grupo. Derivadas desse tipo se estendem a campos de
vetores em geral. Foi essa expansao de Taylor que levou ao conceito de colchete de Lie
de campos de vetores, como é denominado hoje em dia. Esse conceito foi introduzido
por Sophus Lie, o que fez com que toda teoria levasse o seu nome.

Essas formulas, apesar de ilustrativas da relagao entre os grupos e as algebras de Lie,
nao sao as mais utilizadas como subsidio técnico da teoria. A passagem dos grupos de
Lie as algebras de Lie, e vice-versa, em geral se da através das representagoes adjuntas
definidas no capitulo [5] Essas representagoes fornecem férmulas que relacionam con-
jugacoes C, () = gxg~" no grupo, suas diferenciais Ad (g), que sao aplicagoes lineares
da élgebra de Lie e as diferenciais de Ad (g) que sdo dadas unicamente pelo colchete que
define a algebra de Lie. Ao aplicar essas férmulas para passar dos grupos as algebras de
Lie, deve-se derivar duas vezes (eventualmente fungoes diferentes). O processo inverso,
da algebra ao grupo de Lie, envolve duas integrais, que geralmente sao obtidas pelos
teoremas de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordindrias. A derivada se-
gunda na expansao de Taylor da conjugacao em da uma ideia heuristica de que
a passagem do grupo para a algebra de Lie ocorre por intermédio de duas derivadas.

Outros exemplos de grupos de Lie com suas respectivas algebras de Lie sao os
seguintes:

1. Se G é um grupo de Lie abeliano entao sua &algebra de Lie é abeliana, isto é,
o colchete [-,-] é identicamente nulo (e vice-versa, no caso de grupos conexos,
pela férmula de Campbell-Hausdorff). Os grupos de Lie abelianos conexos serao
descritos no capitulo [7, segao [7.3]

2. Seja
G=0(n)={ge€Gl(n,R): 99" =g"g=1}

o grupo das matrizes ortogonais. Sua algebra de Lie é a subalgebra de matrizes
antissimétricas:

so(n)={Acgl(n,R): A+ AT =0}.

O colchete em so (n) é o comutador de matrizes. A razao para isso é que A é
uma matriz antissimétrica se e s6 se e é uma matriz ortogonal para todo t € R.
Isso significa que o grupo O (n) é uma subvariedade do espago das matrizes cujo
espaco tangente no elemento neutro 1 se identifica ao subespago das matrizes

antissimétricas.

3. O grupo Gl (n, C) das matrizes complexas n x n inversiveis é um grupo de Lie pela
mesma razao que Gl (n,R) o é. A édlgebra de Lie Gl (n,C) é dada por gl(n,C),
que € a algebra de Lie das matrizes complexas n X n.
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O programa da teoria de Lie consiste em estudar os grupos de Lie através de
suas algebras de Lie, procurando descrever propriedades geométricas e algébricas dos
grupos de Lie por intermédio de propriedades correspondentes das algebras de Lie. Essa
descricao deve, em tultima instancia, abordar propriedades estruturais que permitam a
classificagao dos grupos de Lie em termos das algebras de Lie. Dentro desse programa,
dois conceitos da teoria de grupos abstratos desempenham um papel central. Sao
eles, os subgrupos e os homomorfismos entre grupos. Esses conceitos sao devidamente
tratados por meio das algebras de Lie e os resultados sao os melhores possiveis:

1. Subgrupos: Se G é um grupo de Lie com algebra de Lie g entao os subgrupos de
G estao em bijecao com as subalgebras de Lie de g, com duas ressalvas fortes sobre
os subgrupos que entram nessa bijecao. A primeira é que sao considerados apenas
os subgrupos de Lie, que sao subgrupos e ao mesmo tempo subvariedades
diferenciaveis, tal que as subestruturas os tornam grupos de Lie. A segunda
ressalva é que a bijecao so inclui os grupos de Lie conexos. Isso porque a aplicagao
exponencial sé vé a componente conexa do grupo de Lie que contém o elemento
neutro.

Nessa bijecao, associa-se a um subgrupo de Lie uma subdlgebra de Lie tomando
derivadas (duas vezes, como mencionado acima). J& no processo inverso, um
subgrupo de Lie é obtido de uma subdlgebra de Lie como variedade integral de
uma distribuigdo. (Para a bijegao, veja capitulo |§] A teoria de distribuicoes é
apresentada no Apéndice )

Em relagao aos sugrupos de Lie, nao é possivel deixar de mencionar o célebre
teorema de Cartan do subgrupo fechado, que afirma que, se um subgrupo de G
¢ um conjunto fechado, entao ele é automaticamente um subgrupo de Lie.

2. Homomorfismos: Se ¢ : G — H é um homomorfismo diferenciavel entre grupos
de Lie entao sua diferencial d¢, : TG — T1H ¢é uma aplicacao linear entre os
espagos tangentes nos elementos neutros, que sao os espagos vetoriais subjacentes
as algebras de Lie g e h de G e H, respectivamente. Essa aplicagao linear acaba
sendo um homomorfismo entre as dlgebras de Lie g e h. A construcao reciproca
nao funciona com toda a generalidade devido a restrigoes topolégicas globais do
dominio GG. O que acontece é que um homomorfismo 6 : g — h da origem a um
homomorfismo local entre os grupos G e H, definido ao redor do elemento neutro
de G e a valores numa vizinhanca do elemento neutro de H. A tnica obstrugao
para que esse homomorfismo se estenda a todo G é o seu grupo fundamental,
de tal forma que, se G é conexo e simplesmente conexo, entao 0 : g — b é a
diferencial de um homomorfismo ¢ : G — H (veja capitulo [7).

Um bom exemplo desse fenomeno é dado pelos grupos (R,+) e S = {z € C :
|z| = 1}. Suas algebras de Lie s@o isomorfas (ambas tem dimensao 1), existem
homomorfismos R — S! (¢ — €!), mas ndo existem homomorfismos S* — R.
Ao redor dos elementos neutros, esses grupos sao isomorfos.

Esses comentarios sobre homomorfismos estao em conformidade com a discussao
feita acima sobre a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, em que se conclui que
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o colchete na algebra de Lie determina o produto no grupo de Lie ao redor do
elemento neutro.

Essa analise dos homomorfismos, principalmente o teorema de extensao aos grupos
simplesmente conexos, d& origem a descricao de todos os grupos de Lie conexos, a
partir de uma eventual classificacao das dlgebras de Lie. Essa descri¢ao se resume em
dois itens (veja capitulo [7)):

1. Dada uma algebra de Lie g (real de dimensao finita), existe um unico grupo de
Lie G conexo e simplesmente conexo com &lgebra de Lie g. A unicidade vem do
teorema de extensao mencionado acima: um isomorfismo entre as algebras de Lie
define um isomorfismo entre os grupos de Lie conexos e simplesmente conexos.
A existéncia é provada em dois passos: (i) a construgao de algum grupo de Lie
G com é&lgebra de Lie isomorfa a g (no capitulo [7] isso é feito com o auxilio do
teorema de Ado, que garante que toda algebra de Lie é isomorfa a uma subalgebra
Lie de matrizes), (ii) a construgao formal de uma estrutura de grupos de Lie no
espaco recobrimento universal G de um grupo de Lie G.

2. Um grupo de Lie conexo qualquer ¢ o quociente de um grupo de Lie simplesmente
conexo (G por um subgrupo discreto I' C G contido no centro de G.

Essa descricao funciona bem para grupos conexos, uma vez que sao esses 0S gru-
pos que podem ser acessados pelas algebras de Lie, através de solucoes de equagoes
diferenciais.

Um exemplo é dado pelos grupos de dimensao 1. O grupo aditivo (R, +) é sim-
plesmente conexo e sua algebra de Lie é a tnica (a menos de isomorfismo) édlgebra de
Lie de dimensao 1. Portanto, qualquer grupo de Lie conexo e simplesmente conexo
de dimensao 1 ¢ isomorfo a (R, +). Um subgrupo discreto de R é da forma wZ, com
w > 0. Daf que qualquer grupo de dimensio 1 ¢ isomorfo a R ou a R/wZ ~ S*.

Em geral, a classifica¢ao dos grupos de Lie conexos consta de trés passos: 1) classifi-
car as dlgebras de Lie reais; 2) determinar, para cada dlgebra de Lie real g (ou melhor,
para sua classe de isomorfismo de dlgebras de Lie), um grupo de Lie simplesmente

conexo G cuja élgebra de Lie seja g; 3) encontrar o centro Z (é) de G e os subgrupos

discretos I' C Z <é>

A partir desse ponto, surge a necessidade de um desenvolvimento mais aprofundado
da teoria de algebras de Lie. Elas sao divididas em duas grandes classes, as algebras de
Lie soluveis e as semissimples. O teorema de decomposicao de Levi combina esses dois
tipos de algebras, através da construcao do produto semidireto, para fornecer todas as
algebras de Lie de dimensao finita (veja capitulo E[) Essa decomposicao das algebras
de Lie se estende ao grupos de Lie simplesmente conexos, de tal forma que tudo se
reduz a determinar separadamente os grupos simplesmente conexos para as algebras
de Lie soliveis e para as semissimples.

No caso soluvel, prova-se que as variedades subjacentes dos grupos conexos e sim-
plesmente conexos sao difeomorfos a espacos euclidianos R™. Como é comum quando



19

se trata de dlgebras soliveis, a demonstracao desse fato é feita por inducao, partindo
do grupo (R, +) de dimensao 1 (veja capitulo|10). Um exemplo tipico de grupo solivel
é o grupo das matrizes triangulares superiores

al e *
a1y, 0y > 0,

0 - a,

cuja variedade é difeomorfa a (R;)" x R*"=1/2,

O caso semissimples apresenta uma riqueza maior de detalhes e uma geometria mais
envolvente. Ao contrario das algebras soluveis, as algebras de Lie semissimples reais sao
classificadas a ponto de ser possivel distingui-las uma a uma. Um dos primeiros gran-
des resultados da teoria de Lie, ainda dos finais do século XIX, ¢ a classificacao por W.
Killing e E. Cartan das algebras de Lie simples complexas (e, portanto, das semissim-
ples, que sao somas diretas de simples). Essa classificacio é descrita pelos diagramas
de Dynkin, que estao reproduzidos no capitulo (na secao [11.3.2)). A classificacao
fornece quatro séries de algebras de matrizes (denominadas de dlgebras cldssicas), que
sao sl (n,C) (matrizes complexas de trago zero), so (n,C) (matrizes complexas antis-
simétricas divididas em duas classes, para n par ou impar, respectivamente) e sp (n, C)
(matrizes simpléticas complexas). Além das séries, existem cinco dlgebras de Lie es-
pecificas (chamadas de excepcionais), que atendem pelos seus nomes de protétipo Eg,
E7, Eg, F4 (S GQ.

A classificacao das dlgebras simples reais é obtida das dlgebras complexas pelo
processo de complexificacao. As dlgebras reais se dividem em dois tipos, as compactas
e as nao compactas.

Como indica o nome, as algebras de Lie compactas estao ligadas aos grupos compac-
tos (apesar de sua defini¢ao ser puramente algébrica). As dlgebras reais simples estao
em bijecao com as algebras complexas simples através do chamado truque unitario de
Weyl, que diz que uma &lgebra simples complexa é a complexificada de uma tnica (a
menos de isomorfismo) algebra real compacta (veja capitulo . As algebras com-
pactas cldssicas sao su(n) (matrizes anti-hermitianas de trago zero, que complexifica
a sl(n,C)), so(n) (matrizes antissimétricas, que complexifica a sl (n,C)) e sp (n,C)
(matrizes quaternionicas anti-hermitianas, que complexifica a sp (n,C)). Um resul-
tado central sobre essas algebras é o teorema de Weyl do grupo fundamental finito,
que afirma que um grupo de Lie é compacto se sua algebra de Lie é semissimples
compacta. Esse teorema permite classificar os grupos de Lie compactos, os quais sao
obtidos por produtos cartesianos de grupos semissimples compactos por toros (veja
capitulo [11)). Além do grupo O (n), mencionado acima (que nao é conexo), outros
exemplos de grupos compactos de matrizes sao:

1. SO (n) ={g € O(n) : detg = 1}, com &lgebra de Lie so(n). Essas dlgebras de
Lie sdo simples se n # 2 e n # 4. A algebra so (2) é abeliana, enquanto so (4) é
semissimples e se decompoe em duas componentes simples isomorfas a so (3). Os
grupos SO (n) nao sdo simplesmente conexos.



20 Capitulo 1. Introducao

2. SU(n) = {g € G1(n,C) : gg" =g"g = 1,detg = 1}, com &lgebra de Lie su (n),
que é simples para n > 2. Os grupos SU (n), n > 2, sdo simplesmente conexos.

3. O grupo U (n) ¢é definido como SU (n), mas sem a restri¢do de que o determinante
deve ser 1. Sua élgebra de Lie é u(n) (definida como su (n), sem a restri¢ao do
traco). As dlgebras de Lie u(n) ndo sao semissimples.

4. Sp(n), com algebra de Lie sp (n). Esses grupos sao simplesmente conexos. Seus
elementos sao dados por matrizes quaternionicas unitarias, isto é, matrizes com
entradas em H que satisfazem gg’ = id.

As élgebras simples nao compactas também sao classificadas (confira as tabelas
no capitulo . Os grupos de Lie correspondentes tém a propriedade de que suas
variedades subjacentes sao difeomorfas ao produto cartesiano de um grupo compacto
por um espaco euclidiano RY. Um produto destes ¢ dado ou por uma decomposicao
de Cartan ou por uma decomposigao de Iwasawa (veja capitulo . Juntando esse
fato com o teorema de decomposicao de Levi e a informacao sobre os grupos soluveis
simplesmente conexos, chega-se a conclusao de que todo grupo de Lie conexo e sim-
plesmente conexo é difeomorfo ao produto cartesiano de um grupo de Lie compacto
por um espago euclidiano.

Alguns exemplos de grupos semissimples nao compactos sao listados a seguir:

1. SI(n,R) ={g € Gl(n,R) : det g = 1}.
2. SI(n,C) ={g € Gl(n,C) : det g = 1}.

3. Sp(n,R) ={g € GI(2n,R) : gJg" = 1,det g = 1}, onde

_ 0 _1n><n
J‘(lm 0 )

SO (p,q) ={9 € Gl(p+ ¢,R) : gI,,9" =1,det g = 1}, onde

_ 1p><p 0
Ip,q - ( 0 _1q><q ) .

5. SU(p,q) ={g € Gl(p+¢q,C):gl,,g" =1,detg = 1}.

>

1.1 Exercicios

1. Encontre os trés primeiros termos da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (|1.2)
para o grupo linear Gl(n,R), expandindo o produto e*‘e® e colocando em
evidéncia os termos t*, k =0, 1,2, 3.





