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Prefacio

Este livro, Ldgica matemdtica: uma introdugao, fundamenta-se em mais
de 30 anos de experiéncia didatica de seu autor em sala da aula. José
Carlos Magossi ¢ docente da Faculdade de Tecnologia — FT da Universidade
Estadual de Campinas — Unicamp, tendo lecionado légica e matematica
em varias instituigoes de ensino, para diversas turmas de estudantes, em
diferentes cursos e com distintos perfis. Magossi ndo pretende, com este
trabalho, apresentar um tratado de légica, mas um livro didatico, que seja
“companheiro do aluno”, em que o estudante, ou o leitor em geral, possa
captar os conceitos e as estruturas basicas da logica e de suas aplicagoes a
matematica e aos fundamentos da ciéncia. Busca, no texto, um equilibrio
entre intuicao, motivagao e cuidado didético, e abordagem formal.

O livro consta de cinco capitulos, o primeiro e o tltimo sobre o célculo
proposicional cléssico e o calculo de predicados de primeira ordem, respecti-
vamente, com trés capitulos intermedidrios sobre tableaur analiticos, regras
de inferéncia e sobre o método axiomatico.

O primeiro capitulo, com uma introducao sucinta sobre a nogao de logica
e sobre os objetivos do livro, é dedicado a introdugao do cédlculo proposi-
cional classico aristotélico, de sua linguagem formal e da seméantica de va-
loracgoes. E bastante didética, com bons exemplos, a se¢ao sobre valoragoes
proposicionais e relagoes com proposigoes do dia a dia. Na tltima segao,
sobre légica matematica e aplicagoes, sao apresentados interessantes tépicos
da matemadtica, nos quais sao explicitadas aplicagoes diretas dos conceitos
l6gicos estudados.

No capitulo dois, propriedades sintaticas e metapropriedades do calculo
proposicional sao analisadas pelo método dos tableauz analiticos. O objetivo
no capitulo trés, sobre regras de inferéncia, consiste em preparar o leitor
para processos de dedugao e demonstragao fundamentados em regras de
inferéncia.

O quarto capitulo, com uma pequena introdugao historica e também
com aplicagoes em matemadtica, versa sobre o método axiomatico, de fun-
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10 Légica matemadtica: uma introdugao

damental relevancia para a légica contemporanea.

O dltimo capitulo introduz o calculo de predicados de primeira ordem,
ou calculo de quantificadores, com a apresentagao de uma semantica para
sua linguagem de primeira ordem. Como no caso proposicional, é desen-
volvido o correspondente método de tableauxr analiticos, que possibilita a
demonstracao de resultados sintaticos fundamentais.

Em todos os capitulos, além de aplicagoes & matematica, hd uma segao
final com bons exercicios relativos aos temas expostos no capitulo, visando a
sedimentacao do aprendizado. Tenho acompanhado a formacao académica
de José Carlos Magossi, desde antes de seu doutorado, e sou testemunha da
seriedade com que se dedica a seu exercicio profissional, em especial a suas
atividades didéticas. Estou certa de que este livro cumprira seus objetivos
e serd muito util ao estudante iniciante em légica.

Itala M. Loffredo D’Ottaviano



Introducao

Na atualidade muitos cursos de graduacao, em universidades ou faculdades,
contemplam disciplinas de logica, sejam elas com o simples nome légica ou
com nomes tais como: introdugao a légica, 1égica matematica, nogoes de
logica etc. Nao sao muitos os cursos que se valem dessa disciplina, mas
ciéncia da computacao, informatica, licenciatura em matematica sao alguns
daqueles que incluem légica como uma das disciplinas do catdlogo do curso.

No entanto, em razao do forte apelo da palavra “légica” como sinénimo
de bom senso, ha uma certa oscilagao no ensino da légica. Ora o foco situa-se
na filosofia, ora na matematica e, em alguns casos, volta-se para a relagao
com as ciéncias da computacdo de dados e informética. Ao observar es-
sas nuances de foco, objetiva-se neste livro introduzir légica com foco em
matematica, mesmo que comentarios filosoficos sejam descritos ao longo do
livro, o foco reside na matematica.

Sempre que possivel, exemplos da relacao entre légica e matematica sao
expostos. O motivo disso é que, em varios textos voltados a matematica,
que se valem de fortes interagoes com légica matemaética, esse assunto acaba
por nao ser abordado.

Assim, o leitor, estudante, ao longo de seus estudos em matemaética, tem
que intuir sobre o porqué de alguns raciocinios, ou tem que ter ja estudado
l6gica matemdtica. Um exemplo claro disso reside nos cursos de analise
matematica e suas ramificagoes, como célculo, topologia etc.

O nome axiomas de completude para os niimeros reais, por exemplo, nao
é tratado, em alguns textos, como parte de um sistema légico. Pelo menos
nao é enfatizada essa forte caracteristica. Segue-se dai uma impressao, por
exemplo, de que a analise matemdtica se configura como um amontoado de
teoremas e nao como um sistema légico em que seus teoremas advém de
uma estrutura algébrica, denominada corpo, a qual é ordenada e, gragas ao
axioma de completude, completa.

Nao somente essa vertente inspira a escrita do presente livro. Outro
ponto importante é a auséncia de explicagao de inferéncias légicas em textos

11



12 Légica matemadtica: uma introdugao

matematicos, o que dificulta a compreensao de determinados conceitos. Por

exemplo, “se a série infinita Z;;’(l’ up € convergente, entao o limite do termo

geral é zero ( li51_1 uy = 0)”. Essa frase refere-se a um teorema presente no
n—-+oo

estudo de sequéncias e séries em cursos de cédlculo. O teorema é correto, no
entanto uma forma légica equivalente é bem mais utilizada, qual seja, “se o
limite do termo geral é diferente de zero, entao a série é divergente”.

Essa nova forma, muitas vezes, é inferida como normal e imediata, e o
aluno (que nao conhece légica) se sente desconfortédvel por nao encontrar
seguranca nessa forma de contraposicao. Neste livro objetiva-se exibir a
l6gica matemaética de tal forma que, em situagbes como a exposta acima,
o aluno (ou leitor) possa de imediato raciocinar, X — Y = =Y — —X.
Nao s6 em cursos universitarios essa auséncia de explicagao da presenca
da légica matematica ocorre. Em livros de ensino fundamental e médio,
em testes de admissao para concursos ptblicos, hd também a utilizacao de
l6gica matematica, em alguns casos, infelizmente, sem deixar claro que se
trata de um estudo voltado a légica matemaética.

O livro traz uma sequéncia de capitulos que abordam o calculo propo-
sicional inicialmente e suas propriedades basicas. Apds essa primeira visao
da logica matemaética e de alguns exemplos matematicos, inicia-se o estudo
de processos formais, comecando com tableauz, passando por regras de in-
feréncia e finalizando com sistemas axiomaticos. Por se tratar de um livro
de cunho didético, algumas demonstragoes, dignas de estudos sobre logica
em um nivel mais aprofundado, serdo omitidas. Opta-se por manter o lei-
tor diante de uma exposicao em que a leitura possa ser continua e sem
sobressaltos abstratos.

Na sequéncia, expoe-se a légica de primeira ordem, em que se abordam
apenas predicados de primeira ordem. O objetivo é expor algumas proprie-
dades que sao relevantes para a compreensao dos quantificadores universal e
existencial e de suas relagoes com interpretagoes e dedugoes. Introduz-se le-
vemente, de modo indireto, a no¢ao de um dominio com infinitos elementos.
Este é um assunto complicado, mas espera-se ter contribuido para que uma
noc¢ao conceitual tenha sido exposta. De modo andlogo, alguns teoremas
nao serao demonstrados, haja vista a complexidade de raciocinio envolvida.

Este livro, de um modo geral, tem como meta mostrar que é possivel,
em muitas situagoes da matematica, lancar mao de raciocinios dedutivos,
0s quais auxiliam na composicao da relagao entre sintaxe e semantica, da
relagdo entre os teoremas e seus conceitos.



Capitulo 1

Calculo proposicional

A palavra “légica” é muito utilizada no dia a dia como sinénimo de bom
senso, correcao, certeza etc. Essa nogao intuitiva é muito disseminada e nao
¢é totalmente falsa, pois, ao se estudar légica, estuda-se de algum modo a
nocao de verdade, seja ela exposta via linguagem, via simbolos, via forma-
lismos ou por qualquer outro processo de representacao simbdlica. Além
disso, o dito popular “o que é verdade para um pode ser falso para ou-
tro” expressa muito bem a ideia de que a nogao de verdade e seu dominio,
ou foco do discurso, estao fortemente relacionados. Desse modo, o objetivo
de estudos l6gicos neste texto é, de algum modo, transparecer que a légica,
no sentido cientifico, se resume ao estudo das assercoes — formalizadas via
alguma linguagem — que contemplem a nogao de preservagao de verdade, ou
seja, de verdades almeja-se ter como consequéncia verdades, nao interessa de
verdades obter falsidades.! Isso nio elimina o lado intuitivo de bom senso,
mas ajusta-o com certa precisao, de acordo com o contexto empregado. As-
sim, pretende-se que a busca por verdades seja traduzida pela busca por
teoremas, quando se tem uma linguagem estruturada e formalizada. Essa
formalizagao auxilia em muito no estudo das propriedades da légica ma-
temdtica e em suas interpretagoes e solugoes de problemas da matematica
e areas afins. O dia a dia nos mostra que nem sempre se tem raciocinios
em que a verdade é preservada. As formalizagoes que difiram desse sentido
de preservacao de verdade inserem-se em situagoes que se aproximam de
raciocinios de bom senso (plausiveis). Por exemplo, sejam as frases:

e Se pular na piscina vai se molhar.

1N3o é objetivo discutir a nocdo de verdade em si. Os estudos filoséficos, linguisticos
etc. do que seja verdade estao além do escopo deste livro.

13



14 Légica matemadtica: uma introdugao

e Pulou na piscina.

e Portanto, se molhou.

A partir das frases acima é possivel concluir que esse alguém que pulou
na piscina se molhou. Esse raciocinio é considerado logico, pois preserva
a verdade. Dizer de algo que é 16gico no sentido da légica matemaética é
dizer de raciocinios do tipo acima, aqueles em que hipoteses verdadeiras
acarretam apenas conclusoes verdadeiras. Eliminam-se as situacoes em que
se tem que de hipdteses verdadeiras se concluem falsidades, o que nao é
compativel, & primeira vista, com a atividade matemética.2 No entanto,
confusoes se instauram quando raciocinios plausiveis (de bom senso, de senso
comum etc.) tomam o lugar dos raciocinios 16gicos. Por exemplo, sejam as
frases:

e Se pular na piscina vai se molhar.
e Se molhou.

e Portanto, pulou na piscina.

A conclusao esperada, nao ldgica no sentido exposto acima, é que esse
alguém pulou na piscina. Esse é o tipo de raciocinio plausivel.

Neste texto estudam-se os raciocinios 16gicos (suas propriedades e teo-
remas), aqueles raciocinios que sao formalizados assumindo a ideia de pre-
servagao da verdade. Por exemplo: “se um nimero inteiro é par, entao é
divisivel por 2”. Sabe-se que divisibilidade por 2 indica resto 0 em sua di-
visao. Logo, é possivel concluir que 5 é um nimero impar, pois deixa resto
1 na divisao por 2. Esse é um raciocinio que preserva a verdade. Nesse
raciocinio leva-se em conta que “se um numero nao ¢é divisivel por 2, entao
nao é par”, ou seja, de modo equivalente, “se um nimero nao deixa resto 0
na divisdo por 2, entdo é fmpar”.3

Exemplos aplicados a légica matematica serao, sempre que possivel, uti-
lizados, pois entende-se que facilitam a compreensao de raciocinios logicos.
Entende-se que a diferenga entre raciocinios plausiveis (aqueles que se apro-
ximam das ideias de bom senso) e légicos (inferéncias que preservam a
verdade) devem sempre ser clareados. Entende-se que excursoes pela ma-
tematica facilitam essa distingao.

O objetivo, na secao seguinte, é apresentar a sintaxe da linguagem da
logica proposicional cléssica, analisar suas propriedades e regras de formagao.

2H4 situacdes, mesmo na matemdtica, em que se aceitam raciocinios plausiveis como
estratégia na solucdo de problemas; ver [20],[30], [31].
3Neste caso, um ndmero inteiro ou é par ou é fmpar, nao existe um terceiro caso.
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1.1 A linguagem & da légica proposicional
classica

Para descrever a linguagem & da légica proposicional clédssica, é necessério
especificar seu alfabeto e suas regras de formacao. O alfabeto consiste de
simbolos e as regras de formagao indicam a maneira como esses simbolos
podem ser trabalhados. Grosso modo, nesta secao investiga-se a sintaxe da
linguagem.

1.1.1 Sintaxe

Definigao 1.1. O alfabeto da linguagem &2 consiste dos seguintes simbolos:
a) Varidveis proposicionais: pg,p1, P2, - - ;

b) Sinais de pontuagao: (e );

c) Conectivos: =, A, V, — e <.

Os indices das varidveis proposicionais pertencem ao conjunto infinito
de nimeros inteiros positivos, ou seja, uma varidvel proposicional é do tipo
p; onde i € {0,1,2,3,...}. Os simbolos “(” e “)” sdo, respectivamente, os
parénteses da esquerda e da direita. O nome e a leitura dos simbolos acima
sao dados, respectivamente, por:

simbolo nome leitura
- negacao nao
A conjungao e
\% disjuncao ou
— condicional se... entao...
> bicondicional | ... se e somente se. ..

Os nomes apenas auxiliam a maneira como os simbolos podem ser lidos,
nao se pretende com isso atribuir, neste momento, nenhum significado a
eles. Uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto é chamada de expressao.
Séo expressoes:*

o ((CCC((=

® Vpy Apa VV A=

4Essas expressoes sdo apenas sequéncias finitas de sfmbolos da linguagem, nao preci-
sam denotar algum significado. O objetivo é mostrar que as regras de formagao serdao
Uteis para construir um significado para as expressoes.
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® Po;

® ——1 — /\—\—\—|—\—\7

e ((p5s = P3)A;
e ((p2 = Po) AP1)-

Nem todas as expressoes serao utilizadas na linguagem &, apenas um
subconjunto do conjunto das expressoes chamado de conjunto das expressoes
bem formadas.

Definigao 1.2. Seja
Z: {_|7/\7\/7%7H7(7)}U{pi|i:071727"'}

o conjunto dos simbolos® da linguagem 2 da légica proposicional cléssica e
seja Y.* o conjunto de todas as expressoes (sequéncias finitas de simbolos),
formadas a partir dos simbolos de > . Uma linguagem formal L é qualquer
subconjunto de >_*.

A linguagem formal a ser utilizada neste texto para a légica proposi-
cional cléssica consiste de um subconjunto de Y.* denominado subconjunto
das expressdes bem formadas (ou férmulas) (a ser definido na sequéncia).
Cada férmula faz parte da linguagem formal da légica e essas férmulas sao
definidas de modo que possam ser interpretadas convenientemente. Para
essas expressoes bem formadas (férmulas) é possivel estabelecer intuitiva-
mente um critério de montagem e desmontagem, desde que se saiba a prio-
ri sua sequéncia de formacao. Esse critério de montagem e desmontagem
assemelha-se ao estabelecido em expressoes da aritmética. Por exemplo, a
expressao aritmética

(2+(3-(443)))

pode ser desmontada de acordo com os parénteses que ocorrem na expressao,

5% possfvel trabalhar com um alfabeto finito S ={-,A\V,—,4,(,), |} Desse modo,
fazem-se abreviagoes (definigoes) para representar as infinitas varidveis proposicionais da
seguinte forma: p, é por defini¢do a letra p seguida de n barras |, ou seja, p|||...|. De

——

n
modo anélogo, py = p (Pg ¢ por definicdo p), p; = pl, p2 = pll, p3 = pll|, ps = PIIIIIII-
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tal como apresentado nos cursos ginasiais.

2+ (3% (4+3))

—

2 (3% (4+3))

3/ \<4+3>
— O\

e (2+(3-(4+3))) é particionada pela divisao (<) em 2 e (3- (4 + 3));

3

e (3-(4+3)) é particionada pela multiplicagao () em 3 e (4 + 3);
e (4 + 3) é particionada pela adigdo (+) em 4 e 3.

De modo anélogo, sabendo-se a priori qual é a expressao de origem, é
possivel, a partir de 4 e 3, montar (4 4+ 3). A partir de 3 e (4 + 3), montar
(3-(443)) e, a partir de 2 e (3- (4 + 3)), montar (2+ (3-(4+3))). A
expressao aritmética (2 + (3- (4 4 3))) pode ser montada a partir de 2,3, e
4 utilizando os operadores (conectivos) +,- e +.

Um procedimento semelhante sera aplicado as expressoes de 2. Seja o
seguinte exemplo para explicar a nocao de montar e desmontar, aplicado &
expressao

((p2 = Po) AP1)-

Neste caso, os simbolos — e A sao como operadores binarios da aritmética,
e os simbolos Py, pg € Py s80 como numeros na aritmética.b Essa expressio
pode ser desmontada e montada da seguinte maneira:

e ((py — pg) A py)é particionado pelo conectivo A em: (py — pg) € Py;

e Por sua vez (py — pg) ¢ particionado pelo conectivo — em: pg € pg.

60 objetivo aqui é ganhar intuicdo. Para uma abordagem da légica via algoritmos,
ver [22].
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((p2 = Po) AP1)

/

(P2 = Po) P1

ST

P2 Po

Em ambos os casos, para a férmula da aritmética e para a férmula da
logica, o processo de montar é o inverso do processo de desmontar. Os ter-
mos “montar” e “desmontar” nao foram definidos, estao sendo utilizados no
sentido intuitivo com o propdsito de mostrar que a expressao em questao
tem uma qualidade interessante na sua formagdo, que é o processo bem
comportado de construgao a partir de seus componentes. Essas expressoes
bem comportadas, denominadas de férmulas, serdao definidas na sequéncia.
A seguinte definigdo determina de um modo preciso as expressoes bem for-
madas.

Definigao 1.3 (Férmula). Uma expressao 16gica proposicional cldssica é
dita ser uma férmula’ se satisfizer a0 menos uma das seguintes condicdes:

a) Cada varidvel proposicional é uma férmula,;
b) Se X é uma férmula, entdo (—=X) é uma férmula;

c) Se X eY séo férmulas, entdo (XAY), (XVY), X —=Y)e (X+ Y) sdo
férmulas.

O conjunto de todas as férmulas de & serd denotado por .% e entende-se
que é 0 menor® conjunto que contém as férmulas obtidas a partir dos itens
a), b) e c) acima e é fechado” para as operacoes -, A, V, — e <. As férmulas
do tipo varidveis proposicionais serao denominadas férmulas atdémicas.

O alfabeto e as regras de formagao ja foram definidos; assim, ao se referir
as expressoes bem formadas que se obtém a partir do alfabeto e das regras de
formagao, estd se referindo a linguagem &2 da lgica proposicional clédssica.

As seguintes expressoes sdo exemplos de férmulas da linguagem &7:

1. (p1 — p2);

"Uma férmula é uma expressiao bem formada.

8Menor conjunto no sentido de que nao ha férmulas repetidas.

91sso significa que, se X e Y pertencem a .%, entdo (X e Y),(—X) e (=Y) € .Z, onde
ec {A,V,—, <}
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2. (=(=(=p1)));
3. (((p2 Apg) = ps) V (P1 — (7p2)));
4. p5.

Obviamente, o conjunto .# de todas as férmulas da linguagem &2 estd
contido no conjunto de todas as expressoes de &. Toda férmula é uma
expressdo, mas nem toda expressao é uma férmula.0

Observagao 1.1. A linguagem da matemaética é uma linguagem formal
e como tal deve ser tratada. Omitir esse adjetivo da matemdtica é procu-
rar por interrogacoes que, em alguns casos, podem impactar no ensino de
matematica de modo negativo. A expressao

24+2+2

nao é parte das formulas da matematica, pois torna-se uma expressao com
ambiguidade. O mesmo nao ocorre com expressoes “genuinamente” mate-
maticas, tais como:

2+(2+2)

((24+2)+2),

as quais nao sao ambiguas. Em muitos contextos a eliminagao de parénteses
se faz necessaria com o intuito de deixar o texto mais claro e com menos
simbolos. O preco que se paga por isso pode ser o aparecimento de inter-
rogacoes na compreensao da linguagem da matemdtica. Dtvidas surgem
em expressoes muito simples, tais como: x > 3, o que as vezes ¢é visto como
diferente de 3 < x. /9 = £3 é visto como correto, por fazer analogia (ndo
formal) & expressao x?2 = 9, a qual tem como resposta duas raizes, +3.
Assim, v/9 = 3 é o correto, pois, por defini¢do, a raiz quadrada tem como
resultado um numero positivo.

1.1.2 Parénteses

As férmulas que contém um numero elevado de parénteses tornam-se de
dificil leitura e compreensdo. Adota-se uma conven¢do para eliminacio e
restauracao de parénteses com o propésito de facilitar a leitura e tornar a
notacao menos complicada.

10A sequéncia de simbolos (pV é uma expressio, mas ndo é uma férmula.
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Definicao 1.4. Convengdes para eliminacdo (e restauragao) de parénteses.
a) Parénteses externos podem ser omitidos;

b) Para partes de férmulas com o mesmo conectivo adota-se o principio de
associacio & esquerda;!!

c) A seguinte ordem hierdrquica de prioridade de conectivos (na colocagao
de parénteses) é adotada: —, A, V, —, .

Essas convencgoes ndo mudam a definicao de férmula, apenas servem para
auxiliar a leitura e facilitar sua escrita. Por exemplo, na férmula (p; — ps)
a escrita e leitura nao ficam prejudicadas se os parénteses externos, item a),
forem eliminados, escrevendo-se p; — py. Ja a expressao p; — py — p3 €
de certo modo mais simples de visualizagao que a férmula ((p; — pa) — p3)
(férmula obtida apés a restauragido de parénteses via item c¢) acima). Um
mesmo conectivo nessa férmula pode indicar ambiguidades na operagao com
os conectivos, a qual é evitada com a regra de associacao a esquerda, item
b), que significa associar parénteses, para o mesmo conectivo, da esquerda
para a direita (dois a dois) no momento de sua restauracao.

A férmula (p; — (ps — p3)) nao poderia, segundo esse principio, item
b), ter todos os seus parénteses eliminados, pois, se assim fosse, ter-se-ia
p1 — Py — p3. No entanto, ainda segundo o item b), a colocagdo de
parénteses se daria da esquerda para a direita de dois em dois, ou seja,
ter-se-ia a férmula restaurada igual a ((p; — pa) — p3), a qual difere da
férmula original (p; — (pa — p3)). Logo, a férmula (p; — (py — p3)) terd
apenas os parénteses externos eliminados, ou seja, torna-se p; — (ps — p3)
apds as aplicagoes das convengoes.

O item c) afirma que, em uma férmula sem parénteses, deve-se primeiro
colocar parénteses em -, depois em A, depois em V, depois em —, e fi-
nalmente em <>. Seja, como exemplo, a expressdao p; A pg — —p3. Ao
se restaurarem os parénteses (via item c)), tem-se ((p; A pa) — (—p3))-
Como outro exemplo, a férmula (—(p; V pg)) ndo poderia ter todos os seus
parénteses eliminados, apenas os parénteses externos, haja vista que a eli-
minagao de todos os parénteses produziria a férmula —pq V pg, que, quando
da restauragao, seria igual a ((—p7) V pa)), a qual difere da férmula original
antes da restauracao.

As convengoes de eliminacao de parénteses sdo as mesmas convencoes
utilizadas para restauracao de parénteses.

Seja X uma férmula qualquer e Y a féormula que se obtém a partir de X,
quando se eliminam seus parénteses, segundo as convencoes acima. Pelas

I Associar parénteses, para o mesmo conectivo, da esquerda para a direita (de dois em
dois).


ednilson.tristao
Medida da distância
161,15 mm


	Página em branco
	Página em branco
	Página em branco
	Página em branco
	Página em branco
	Página em branco



