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Nota Prévia

Esta obra visa fornecer aos estudantes do segundo ciclo de universidades ou escolas
de engenharia as nogdes essenciais de teoria da informacao, para aplicagdes na codi-
ficacdo de fonte e de canal. Os estudantes aos quais a obra se destina devem possuir
as bases da teoria das probabilidades (varidveis aleatdrias), disciplina sobre a qual se
apoia a teoria da informagao.

Poucos livros consagrados totalmente ou em grande parte a teoria da informagao
tém sido publicados em lingua francesa, apesar da importancia desse assunto para
o ensino em universidades e escolas de engenharia. Ha duas excegdes notdveis: o
terceiro volume de Introduction a la théorie de la communication, de Elie Roubine,
publicado em 1970, e a monografia de Gérard Battail, Théorie de I’information: Ap-
plication aux techniques de communication, publicada em 1997.

Parece que a presente obra é provavelmente a tnica referéncia em francés que trata
da teoria da informacdo a este nivel de detalhe, desde a apresentacdo das ferramentas
bdsicas da teoria (entropia, informacdo mutua) até a demonstracdo dos teoremas de
Shannon (para a codifica¢do de fonte e de canal). Diversas referéncias em inglés (ver
a bibliografia no final desta obra) t€m sido fontes de inspiracio, entre elas o excelente
The Theory of Information and Coding, de Robert J. McElice e o indiscutivel Ele-
ments of Information Theory, de Thomas M. Cover e Joy A. Thomas. Algumas partes
da presente obra resultam igualmente de trabalhos pessoais do autor, principalmente
sobre o estabelecimento de uma ligacdo com informagao de Fisher e sobre uma prova
original da desigualdade da varidncia entrdpica.

Esta obra nasceu de cursos dados pelo autor na Escola Nacional Superior de Tele-
comunicagdes (ENST), na Escola Nacional Superior de Técnicas Avancadas (Ensta),
na Universidade Pierre e Marie Curie (Paris VI) e na Universidade de Paris-Sud XI.
Sua redagdo evoluiu regularmente por mais de dez anos.
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Introducdo

Claude Elwood Shannon nasceu em Michigan (USA), em 1916. Jovem doutor, ele foi
contratado em 1941 pelos laboratérios Bell (New Jersey) onde iniciou estudos pro-
fundos sobre os problemas de comunicac¢do. Os resultados de vérios anos de pesquisa
foram publicados em 1948: “A Mathematical Theory of Communication”, Bell Sys-
tem Technical Journal, vol. 27 (1948), pp. 379423 e 623-656.

INFORMATION
SOURCE TRANSMITTER RECEIVER DESTINATION

[
SIGNAL LJ RECEIVED

SIGNAL

MESSAGE MESSAGE

NOISE
SOURCE

Figura 1. O « paradigma de Shannon »
(figura extraida do artigo de Shannon de 1948).

Na introdu¢@o de seu artigo ele esquematiza um sistema geral de comunicagdo
como na figura 1 e escreve: « The fundamental problem of communication is that
of reproducing at one point either exactly or approximately a message selected at
another point »!.

1. « O problema fundamental da comunicagdo € o de reproduzir em um ponto dado, exatamente
ou aproximadamente, uma mensagem selecionada em um outro ponto. »
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A fim de resolver esse problema ele cria, na sequéncia de seu artigo, um ramo
totalmente novo da matemadtica, atualmente chamado de teoria da informacdo. Ao
fazé-lo, ele descobre ndo somente os conceitos fundamentais como de informagao
(mutua) e entropia, como prova ainda os famosos “teoremas de Shannon” que indicam
os limites fundamentais, tanto para codificacdo de fonte como para codificacdo de
canal.

Inicialmente, os resultados de Shannon foram tdo originais que suscitaram con-
trovérsias; alguns estudiosos da época tiveram dificuldade para compreender sua im-
portancia. Lentamente, os teoremas de Shannon foram digeridos — e foram tornan-
do-se mais rigorosos — pela comunidade cientifica. Atualmente, centenas de artigos
sdo publicados todo ano em teoria da informagdo. Esta obra apresenta os resultados
fundamentais dessa teoria, tais como eles apareceram ha mais de meio século.

Mesmo sem se basear em seu famoso artigo de 1948, Shannon é universalmente
reconhecido como o fundador da teoria da informagdo. Ele é, mais ainda, o colabo-
rador mais importante nessa drea entre os anos de 1950 e 1960. Sua supremacia foi
entdo enorme. Ainda hoje, numerosos sao os livros ou manuais sobre essa teoria que
seguem, mais ou menos, o plano do artigo inicial de Shannon:

Fonte discreta: entropia de uma varidvel aleatéria discreta, propriedades e unicidade.
entropia de uma fonte discreta (sem memdoria, markoviana, ergédica). Cédigos
de comprimento varidvel e teorema de Shannon (R > H).

Canal discreto: entropia condicional e capacidade do canal. Cdédigos corretores de
erros e teorema de Shannon (R < C).

Caso continuo: teorema de amostragem. Entropias para o caso continuo. Capacidade
(caso gaussiano: C' = W log #), taxa de distor¢do R(D) e teoremas de
Shannon associados.

Em retrospecto, tendo em conta a evolucdo da teoria, € possivel criticar um certo
numero de pontos nessa apresentagio.

Distinguir as ferramentas de suas aplicacoes

Em primeiro lugar, parece claro que Shannon foi motivado pela resolu¢do pre-
cisa de problemas em teoria da comunicagdo, ou seja os problemas de codificagio de
fonte (compressdo de dados) e de codificagcdo de canal (transmissdo de dados). Em-
bora essas aplicagdes sejam fundamentais, podemos considerar hoje que a teoria da
informagao existe como um dominio préprio, com aplica¢des ndo somente em comu-
nicacdo, mas também em estatistica, em criptografia, em informética, em economia,
em mecanica estatistica, em teoria de jogos etc. (ver figura 2).
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Teoria da comunicagdo

e outros dominios cientificos.

Figura 2. Algumas conexdes entre teoria da informagdo
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Dessa 6tica, a teoria da informagdo pode ser vista como uma extensio da teoria
das probabilidades, cujo objetivo € o estudo de ferramentas matemdticas poderosas,
como medidas logaritmicas da « informag@o » — aplicdveis a numerosas dreas. Nesta
obra, separaremos claramente a apresentacao de ferramentas tedricas (primeira parte)
de suas aplicag¢des na codificacdo (segunda parte), como indicado na figura 3.

Unificar o discreto e o continuo, a fonte e o canal

O plano de Shannon preconiza uma separagdo nitida entre o caso discreto e o
continuo. No entanto, alguns conceitos fundamentais sdo facilmente transpostos de
um para outro. Nesta obra vamos tentar entdo apresentar uma visdo unificada, nio
fazer distin¢do a menos que seja absolutamente necessario (propriedades da entropia,

por exemplo).

Esta obra (segunda parte)

bra (primeira parte)

C -

o] |

Cripto-

erafia

Infor- l ’ . l ’
i Economia
mética

Mecénica
estatistica

Figura 3. Plano desta obra.

Esse plano preconiza assim uma separa¢ao nitida entre as aplicagdes da teoria da
informacgdo em codificagdo de fonte, por um lado, e de canal por outro. Ou seja,
existe uma forte dualidade entre estes dois dominios. Nés presenciamos hoje um
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renascimento do interesse por aplicacdes de codificagio conjunta fonte/canal. E por
isso que adotamos aqui uma apresentagao em paralelo das aplicacdes para codificacio
de fonte e de canal (em particular, as propriedades de funcdes taxa-distor¢@o e capa-
cidade-custo sdo mostradas simultaneamente).

Distingdo entre os vdrios niveis teoricos e prdticos

Na apresentagdo inicial de Shannon, encontram-se, misturadas com as ferramen-
tas probabilisticas da teoria da informagdo, além de um teorema de amostragem de
sinal2, solugdes praticas para codificagiio (c6digos de comprimento varidvel para com-
pressdo de dados, cédigos corretores de erros de transmissdo). Alguns resultados im-
portantes da teoria de codificacdo podem efetivamente ser demonstrados com a ajuda
dessas solugdes praticas: por exemplo, pode-se demonstrar o teorema de Shannon para
compressdo sem perdas com a ajuda dos cédigos de comprimento varidvel (de Fano-
-Shannon) eficazes. Pode-se também, gracas aos trabalhos de Gallager, demonstrar o
teorema de Shannon para codifica¢@o de canal gragas aos sutis limites sobre a proba-
bilidade de erro de um sistema codificado. Mas as ferramentas utilizadas sdo entio
relativamente distantes daquelas originalmente previstas pela teoria da informacao.

Assim, os dominios da codificacao de fonte (com ou sem perdas) e da codificacao
de canal podem se dividir em (a0 menos) trés niveis, como ilustrado na figura 4. Cada
nivel é importante e utiliza seus préprios métodos.

1) O abordado nesta obra é tedrico: se trata de introduzir os limites fundamentais
(teoremas de Shannon) com a ajuda de conceitos desenvolvidos na teoria da infor-
macao.

2) Em um segundo nivel, um estudo mais detalhado dos desempenhos permite
ndo somente avalid-los por um sistema de cddigos utilizado na pratica, mas também,
gracas aos estudos de expoentes de Gallager, reforgar as conclusdes dos teoremas de
Shannon.

3) Finalmente, um terceiro nivel diz respeito as constru¢des de c6digos ou sis-
temas praticos (porque sio eficazes no nivel de codificacio e decodificacio). As vezes
— como para os c6digos de comprimento varidvel — seus estudos permitem igualmente
a conclusdo pelos teoremas de Shannon.

Plano desta obra

A primeira parte apresenta as ferramentas gerais da teoria da informacao.

2. Curiosamente, Shannon € mais conhecido, em tratamento de sinal, pelo teorema de
amostragem que lhe atribuem equivocadamente; esse teorema estd implicito nos trabalhos de
Nyquist (1928) e de muitos outros autores. Foi demonstrado por Whittaker em 1915, e é pos-
sivel até se remeter a Borel (1897).
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CODIFICACAO de CANAL CODIFICACAO de FONTE
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Gallager
S A
- Cédigos em blocos: Quan;n‘. Codigos de
. - escalar:
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Cédicos espaco-t (KLT,DCT, 1984
- Codigos espago-tempo Waveletes)

Figura 4. Codificacdo de canal e codificagdo de fonte:
organizac¢do de cursos possiveis.

Sdo abordadas as nogdes de entropia e entropia relativa (ou divergéncia); a pro-
priedade de positividade da divergéncia é fundamental, pois ela permite, posterior-
mente, provar facilmente a maior parte das propriedades das ferramentas da teoria da
informacgdo. Na sequéncia, estuda-se informagdo no sentido de Shannon (informacao
mutua): a no¢ao fundamental ao redor da qual toda esta obra estd articulada. As diver-
sas nog¢des de entropia (absoluta, diferencial, condicional) sao apresentadas como im-
portantes por si mesmas e como ferramentas de cédlculo que serdo Uteis posteriormente
para aplicacdo na codificacdo. Em particular, sdo tratadas em detalhes as técnicas de
maximizacdo de entropia e as desigualdades de Fano. O teorema de tratamento de
dados por cadeias de tratamento é uma desigualdade fundamental para sua aplicacio
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na codifica¢do de fonte e canal abordada na segunda parte. Finalmente, a primeira
parte termina com a apresentacdo de outras ferramentas (informagdo de Fisher, erro
quadratico médio) tteis na teoria da estimacdo; faz-se a ligacdo das ferramentas da
teoria da informacao, via desigualdades da variancia entrépica e identidade de Bruijn.

A segunda parte apresenta as aplicagdes da teoria da informagao na codificacdo de
fonte e canal. Primeiramente sdo introduzidos os modelos fundamentais de fonte de
informac@o e de canal de transmiss@o, assim como as problematicas duais de fonte e
canal. Abordam-se em seguida os limites de Shannon sobre o desempenho de sistemas
codificados, dados pela fun¢ao taxa-distor¢ao (para codificacio da fonte) e pela funcio
capacidade-custo (para codifica¢do de canal). Trata-se em detalhes das propriedades
gerais dessas fungdes e de seus célculos para fontes e canais particulares. Finalmente,
a segunda parte termina com a demonstragdo dos teoremas fundamentais de Shannon
para codificacdo de fonte e de canal com a ajuda da no¢do de sequéncia tipica (que
utiliza a lei fraca dos grandes niimeros).

Os exercicios e problemas completam o texto. Eles fornecem um certo nimero de
resultados mas ndo sdo corrigidos. A resolucdo e a redac¢do das solucdes constituem
uma parte essencial do trabalho pessoal necessdrio para assimilar o contetido desta
obra. Os enunciados dos exercicios estdo agrupados no anexo A e estdo voltados para
as ferramentas da teoria da informacg@o. Os problemas estdo agrupados no anexo B e
discutem essencialmente os limites de Shannon para codificacio de fonte e de canal.
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Capitulo 1

Entropia e entropia relativa

A teoria da informacdo € baseada em uma descri¢do probabilistica de dados e de sis-
temas, os quais sdo modelados com a ajuda de varidveis aleatorias (forma abreviada:
v.a.). Apés alguns lembretes sobre varidveis aleatérias discretas e continuas, este capi-
tulo preliminar introduz a no¢do de entropia de uma varidvel aleatdria, antes de expor
a propriedade de positividade da entropia relativa (também chamada de divergéncia).
Essa propriedade é fundamental, pois permite uma introducgio rapida de importantes
conceitos nos capitulos que se seguem.

1.1. Lembretes sobre variaveis aleatorias

Uma v.a. X é definida por distribuicdo de probabilidade p(x). Nesta obra, ado-
ta-se sempre que possivel a notagdo simplificada p(z) em vez de px (). Assim, ao
considerar duas distribui¢des p(x) e p(y), suas duas fungdes « p » ndo sdo as mesmas;
elas correspondem respectivamente as distribuicdes de probabilidade px de X e py
deY.

Ha essencialmente dois tipos de varidveis aleatdrias: as v.a. discretas e as v.a.
continuas.
1.1.1. Varidveis aleatorias discretas

Um simbolo M -drio é modelado por uma varidvel aleatéria X que pode assumir
M valores em uma alfabeto X de tamanho M. Por exemplo, pode-se tomar:

X =1{0,1,...,M —1}.
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Acontece muitas vezes de M ser uma poténcia de dois; nesse caso, cada simbolo = do
alfabeto X" pode ser representado como um bloco de log, M bits. Por exemplo, para
M = 8, pode-se notar:

X = {000,001,010,011, 100,101, 110, 111},

onde cada simbolo comporta trés bits. Mais geralmente se diz que log, M representa
o niimero (médio) de bits por simbolo.

A cada simbolo = do alfabeto X associa-se uma probabilidade:
p(x) = Prob{X =z},

compreendida entre O e 1, que fornece a porcentagem de chances de que X assuma o
valor z. O conjunto de probabilidades {p(z)}.cx € a distribui¢do (ou lei) de proba-
bilidade de X . Toda distribui¢éo p(x), tal que:

pa)>0 e Sopa)=1

reX

define uma v.a. discreta X sobre X. A probabilidade de um evento A se calcula pela

férmula:
Prob{X € A} = Z p(x).
zeA
Nota-se que os valores de x podem muito bem serem veforais: ¥ = (1,2, ..., %y,).

Isso ndo muda o formalismo acima, 4 condi¢do de convir que as somas do tipo ) _ p(z)
sejam de fato somatdrios miltiplos (n-uplas), isto € do tipo

ZZ"'ZP($17x27-..,xn).

xr1 X2 Tn

Simbolos equiprovdveis

Os simbolos de um alfabeto M -ario s@o equiprovdveis se eles tem a mesma proba-
bilidade, isto €é:

p(x)z% (Vo € X).

Dito de outra forma, a varidvel X € uniforme. Intuitivamente ela corresponde ao caso
mais « imprevisivel »: nenhum simbolo tem mais chances de se realizar do que outro.

Simbolos bindrios

O caso particular M = 2 corresponde a um simbolo bindrio, também chamado
bit — abreviagdo de binary digit (digito bindrio) — que toma seus valores no alfabeto

{0,1}.





