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Prefacio

Este livro é resultado de incontaveis revisoes das notas de aula para as disciplinas Pro-
babilidade Avancada e Teoria da Medida do programa de pds-graduacao do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica da UNICAMP por mim ministradas
desde 1988. As duas disciplinas tém como objetivo preparar estudantes interessados
em estudos avancados de probabilidade, estatistica e calculo estocastico.

Nessas disciplinas perfis contrastantes de estudantes foram encontrados. De um
lado, alunos do programa de estatistica com forte intuicao para as aplicacoes, devido a
estudos prévios de probabilidade e estatistica, mas com pouca ou nenhuma formacao
em analise mateméatica. Em contraste, alunos do programa de matemaética pura com
excelente base matemadtica, mas sem conhecimentos prévios de probabilidade.

Diante desse cenario o texto foi elaborado assumindo pré-requisitos minimos de
calculo avancado ou introdugao a analise real e nocoes elementares de calculo proposi-
cional, em particular o uso dos conectivos “¢” (A), “ou” (V), “implicagao légica” (=)
e “equivaléncia légica” (<) e dos quantificadores “para todo” (V), “existe” (3) e “tal
que” (3). Assim, ha um excesso de detalhes nas demonstracoes, talvez desnecessérios
para aqueles com formagao matemaética solida. Escolheu-se enfatizar exaustivamente os
aspectos particulares da teoria da medida em prejuizo daqueles de natureza topoldgica
e algébrica. Apenas nogoes sobre limites de seqiiéncias e séries, conjuntos abertos e
fechados e o conhecimento do Teorema de Heine-Borel, aspectos usualmente estuda-
dos nos pré-requisitos mencionados, se fazem necessarios. Dadas essas caracteristicas
particulares, foram eliminadas referéncias a literatura.

Além da influéncia de meus mestres Stamatis Cambanis, Malcom Leadbetter, Go-
pinath Kallianpur e Charles Baker e de infindaveis discussoes com Victor Perez-Abreu,
alguns alunos, em diferentes épocas, tiveram participagao importante no enfoque, for-
mato, grau de detalhamento das demonstracoes e nas escolhas dos exercicios. Em par-
ticular, agradeco aos ex-alunos, hoje todos doutores, Antonio Eduardo Gomes, Elaine
Borghi, Patricia Gimenez, Marcelo Freire e Simao Stelmasthuk.

Finalmente, espero que este livro cumpra o objetivo de fornecer uma formacao basica
solida para aqueles com interesse em estudos avancados nas areas de probabilidade,
estatistica matemaética, processos estocasticos e calculo estocéstico.

Mauro S. de F. Marques
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Capitulo 1

Conjunto e classe de conjuntos

1.1 Definicoes basicas

Um conjunto é um agregado ou colecao de pontos ou elementos. Por exemplo, todos os
nimeros, o espaco euclidiano, conjunto de fungoes e o de seqiiéncias etc.

Os conjuntos dos numeros naturais, inteiros, reais e complexos serao denotados
respectivamente por N, Z, R e C.

Para evitar questoes pertinentes aos fundamentos logicos da teoria de conjuntos,
em um dado contexto, todos os elementos considerados serao pontos de um conjunto
fixo, nao-vazio, referido como espaco e denotado por §2. Letras maitsculas serao usadas
para denotar conjuntos e mintsculas para denotar elementos. O conjunto vazio, isto é,
o conjunto sem elementos, serd denotado por ) ou { }.

Um conjunto pode ser bem definido por uma dada propriedade P, ou seja, um
critério para decidir quando um objeto (ponto) é ou nao elemento do conjunto em
questdo. Assim, um conjunto pode entao ser descrito na forma {w; P(w)}, onde P(w)
é a propriedade a ser satisfeita por um elemento w do espaco, para que ele seja um
elemento do conjunto.

Por classe entende-se um conjunto cujos elementos sao conjuntos de um dado espaco,
por exemplo, a classe de todos os retangulos do plano euclidiano. Classes de conjuntos
serao aqui denotadas por letras caligraficas maiusculas A, B,C, ...

Colecao de classes é um conjunto cujos elementos sao classes de conjuntos.

Para indicar que um ponto w é um elemento de um conjunto A, o simbolo € é
usado. Assim, w € A, le-se w pertence a A, significa que w é um elemento do conjunto
A. Para o oposto, w nao pertence ao conjunto A, escreve-se w ¢ A. Observe que o
simbolo € deve sempre ser usado entre diferentes entidades logicas, isto é, “pontos €
conjuntos”, “conjuntos € classes”, “classes € colecoes” etc.

A notacao A C B, lé-se A é um subconjunto de B ou A estd contido em B, significa
que todo elemento de A é também um elemento de B. Assim para todo conjunto A
tem-se: ACQ, AC Ael) € A. O simbolo C é usado entre entidades 16gicas do mesmo
tipo, isto é, “conjunto de pontos C conjunto de pontos”, “classe de conjuntos C classe
de conjuntos” etc.

13



14 Capitulo 1. Conjunto e classe de conjuntos
Diz-se que
A=B

se e somente se
ACcB AN BCA.

Apesar da simplicidade da definicao, a demonstracao de uma igualdade entre conjuntos
pode requerer trabalho.

1.2 Operacoes elementares entre conjuntos

Uniao, intersecao e complemento sao as trés operacoes basicas em teoria de conjuntos.
Outras operagoes podem ser definidas via composicoes e extensoes.

Uniao e intersecao sao operacoes diadicas, portanto, para defini-las, sejam A e B
dois subconjuntos quaisquer do espaco 2. A wuniao de dois conjuntos A e B, escrita
como AU B, é o conjunto de todos os elementos em A ou em B (ou em ambos):

AUB={w:weA V we B}

A intersecao de dois conjuntos A e B, escrita como AN B, é o conjunto dos elementos
que pertencem a ambos; pertencem a A e pertencem a B:

ANB={w:weA AN we B}
Dois conjuntos que nao tém elementos comuns,
ANB =0,

sao chamados disjuntos.
A operacao complemento de A (em relagao ao espaco §2), escrita como A€, é definida
como o conjunto de todos os elementos do espaco ) que nao sao elementos de A:

A={w:w ¢ A}.

Em particular,

=0 AN Q=0.

Duas outras operacoes, diferenca e diferenca simétrica, sao bastante tteis e podem
ser expressas através de composicoes das operagoes basicas.

A diferenga entre dois conjuntos A e B, denotada por A\B, é o conjunto de todos
os elementos de A que nao pertencem a B:

AB={w:weA N w¢gB}=AnNB"

Se B é subconjunto de A, A\B é chamada diferenca propria.
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A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B, denotada por AAB, é o conjunto
de todos os elementos que pertencem a A ou a B mas nao a ambos:

AAB = (AN B°) U (B\A) = (A°N B) U (AN B).

As operacoes de uniao e intersecao entre dois conjuntos podem ser estendidas na-
turalmente para um nimero arbitrario de conjuntos. Para tanto considere uma classe
de conjuntos indexada por um conjunto de indices I,

{A, A, CQuel}

Define-se
Uerd, = {w :w € A, para algum ¢ € I}

Nead, ={w:w € A, para todo v € T}.

Quando o conjunto de indices é um subconjunto de niimeros inteiros, escreve-se,
por exemplo, US| para Uyen, Uﬁzl para Upe(12,.. .~} etc.

Claro, as operagoes acima definidas e exemplificadas para conjuntos de pontos po-
dem ser aplicadas para classes de conjuntos, colecoes de classes etc.

1.3 Propriedades elementares

Proposicao 1.1. Para quaisquer subconjuntos A, B e C de €):

(i) Lei comutativa

AUB=BUA, ANB=BnNA,
(17) Lei associativa
AU(BUC)=(AuB)uUC, An(BnC)=((ANB)NC;
(111) Lei distributiva
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUBNC)=(AUB)N(AUC);
(iv) Lei de De Morgan
(AUB)=A°NB° (ANB)*=A°UB".

Demonstracao: Exercicio 1.1. c.q.d.

Corolario 1.1. Seja {A,;¢ € I} uma classe de subconjuntos de ). Entao,
(Uierd)) = Nuetd; A (NuerAn)© = Ui 4]

Demonstracgao: Exercicio 1.2. c.q.d.
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1.4 Limites de seqiiéncias de conjuntos

Seja (An;n € N) uma seqiiéncia de subconjuntos de 2.
O limite inferior da seqiéncia de subconjuntos (A,;n € N), denotado por

liminf A,

n—o0

é o conjunto de todos os elementos w que pertencem a A,, para todos valores de n,
exceto um numero finito, isto é,

w € liminf A,, <= AN, € N 3 w e A,Vn > Nj.

n—oo

O limite superior da seqiiéncia de subconjuntos (A,;n € N), denotado por

limsup A4,

n—oo
é o conjunto de todos os elementos w que pertencem a A, para infinitos valores de n,
isto é,
w € limsup A4,, <=

n—oo

H(Hm)m € N)7nm < nm—i—l(nm T)u o> weE A’nm7m - 1a27"'

Nas definicoes de limite inferior e limite superior, é importante observar que, res-
pectivamente, tanto o nimero Ny quanto a seqiiéncia (n,,;m € N) dependem de w.

Proposicao 1.2. Para qualquer seqiéncia (Ay;n € N):
(i) liminf, o A, =052, N®_ A, e
(7)) limsup,_,., A, =Moo, UX_ A,

Demonstragao:
(i) w € liminf, . A, <

ANy, > w e NMp_n,Am & w e UL Ny Ap,.
(i) w € limsup,,_,, A, <
IMp >my, >1, 3 we A, Vne
weUuy_ AVn, s wen Uy A,
c.q.d.
Uma seqiiéncia de conjuntos (A4,;n € N) é dita ser convergente se

liminf A,, = limsup A4,

n—00 n—00
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e nesse caso o valor comum é denotado por lim,,_.., A,. Escrevendo-se
A= lim A,,
n—oo
a notacao
A, — A
também é utilizada.
Como, trivialmente,
limsup A4,, C limsup A4,

n—oo n—oo
para provar convergencia, somente é preciso mostrar que

limsup A,, C liminf A,,.

n—o0 n—oo

Uma seqiiéncia (A4,;n € N) é chamada mondtona crescente (decrescente), escreve-se

A, T (A, |), se para todo n
A, CAnr (App C A

Proposicao 1.3. Seja (A,;n € N) uma seqiiéncia mondtona crescente (decrescente).
Entao ela é convergente e

lim A, = U2 A, (=N,4,).

n—oo
Demonstracao: Se A, é crescente,
limsup A, =No2, U Ay =002, UX L A,
n—oo
pois
Como Uy®_; A, nao depende de n, segue que
limsup A, = U _ Ap,.
n—oo

Por outro lado,
liminf A, =U2, N A =Ur? A,

n—oo n
pois
Moo Am = Ap.
Portanto, como requerido,

liminf A, = U2 | A,, = limsup A4,,.

n—0oo n—oo

No caso decrescente, basta observar que
A, = AT

e o resultado é uma conseqiiéncia imediata da Lei de De Morgan. c.q.d.
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1.5 Algebra e o-algebra

Classes de conjuntos sao objetos essenciais na teoria da medida. Classes arbitrérias
de conjuntos nao sao necessariamente fechadas com relagao as operagoes de conjuntos
aqui definidas, por exemplo, a uniao de dois conjuntos pertencentes a classe nao é
necessariamente um elemento da classe.

O problema estaria resolvido se sempre fosse possivel trabalhar com a classe 2%
de todos os subconjuntos de 2. Isso é factivel no caso onde o espaco €} tem um
ndmero finito de elementos, mas, quando a cardinalidade de  é infinita, a classe 2%
é muito “grande”, o que pode inviabilizar, como sera visto no préximo capitulo, o
desenvolvimento de uma teoria rica.

Assim, serdo consideradas subclasses menores de 2%, sendo importante no entanto
que as mesmas possuam uma dada estrutura, a ser explicitada a seguir, suficientemente
rica para o objetivo em questao.

Diferentes estruturas bésicas para classes de conjuntos sao usadas em teoria da
medida. Neste texto, em prejuizo da generalidade mas visando a simplicidade, as
classes basicas a serem usadas sao as chamadas estruturas de dlgebra e o-dlgebra.

Uma classe A de subconjuntos de um espaco 2 é chamada uma dlgebra (de subcon-
juntos) se:

(A1) Q € A,
(A2) Ac A = A€ AN
(A3) ABe A = AUB € A;

ou
(A3) A, BEA = ANBe A.

Note que, sob (A2), pela Lei de De Morgan, (A3) e (A3)) sdo equivalentes. B
evidente que uma dlgebra contém o conjunto vazio () = Q) e é fechada com respeito a
unioes e interse¢oes de um nimero finito de conjuntos. Conseqiientemente, uma algebra
¢é fechada para operagoes que envolvam um nuimero finito qualquer de aplicacoes das
operacoes uniao, intersecao e complemento, em particular, as operacoes diferenca e
diferencga simétrica.

Exemplos simples de algebras sao:

A ={0,Q}, A =29 ¢ A ={0,A A°Q}, ACQ.
Um exemplo interessante é dado pela classe
Ay ={A CQ: Aé finito ou A° é finito}.

Este ultimo pode ser generalizado no lema a seguir.
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Lema 1.1. Seja P = {A;, Ay, ..., A} uma particao do espago ), ou seja,
ANA=0,i#7 N Q=ULA,.
Entao a classe
A={U A {i, i, i € {1, 2,...,n}, A, € P},
formada por todas as unioes finitas de subconjuntos em P, € uma dlgebra.

Demonstracao: Exercicio 1.13. c.q.d.

O proximo resultado é bastante simples mas de grande utilidade para o desenvolvi-
mento da teoria a ser apresentada nos capitulos seguintes.

Lema 1.2. Seja (A, : n > 1) uma seqiiéncia de subconjuntos em uma dlgebra A. Entdo
existe uma seqiéncia (B, :n >1) em A, tal que:

(i) BaNByp=0,n#m, nnm=1,2,...;
(i) B, C A,, n,m=1,2,... ¢
(111) U A, = U, B,y,.
Demonstragao: Seja (B, : n > 1) a seguinte seqiiéncia:
By =A, Bb=ATNAy,....B,=ATNASN---NA, _NA,,...

Como A é fechada com relacao a um numero finito de operacoes de subconjuntos,
tem-se que
B,eA n=1,2 ...

As demonstragoes de (i) e (ii) sdo imediatas. Para mostrar (iii), note inicialmente
que:
weU? A, dn 3> weA,.

Seja
no =min{n:w € 4,},

logo
we€ By, =ATNASN---NA, | NA,, = weU B,

Por outro lado,
weU B, <= dn >3 we B, CA, —weU,_ A,
Portanto esta demonstrado que

'ZOZIA’VZ - U?LOZIB’VL' C.q.d.
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Quando se trata de um numero infinito, ainda que contavel, de operacoes de con-
juntos, a estrutura de algebra nao é mais suficiente. De fato, considere o exemplo dado
anteriormente da algebra A; com €2 sendo o conjunto dos nimeros naturais N. Os
conjuntos

A, ={2n},n=1,2,...,

sao finitos e portanto elementos de A;, mas U2 ; A, o conjunto dos niimeros pares,
por nao ser finito nem ter complementar finito, nao pode ser um elemento de As. Isso
mostra que em geral uma algebra nao é fechada com relacao a unioes infinitas. Claro
que o mesmo é verdade com relacao as operagoes de intersegao, liminf e lim sup.

Uma classe F de subconjuntos de um espago 2 é chamada uma o-dlgebra (de sub-
conjuntos) se:

(F1) Q € A;
(F2) Ac A = A°c A
(F3)V(Ap;nmeN)em A = U A, € A4

ou
(F3)V (Apy;neN)em A = N2 A, € A

Portanto, uma o-algebra é uma algebra fechada em relagao a unioes contaveis. Serd
também fechada com relagao a intersecoes contaveis e conseqiientemente com relacao
a limite inferior e limite superior.

Para a teoria a ser desenvolvida nos préximos capitulos, as estruturas de o-algebra
sao suficientes. Resta no entanto resolver o problema, nem sempre facil, de como
construir o-algebras apropriadas.

Em grande parte das situagoes, o ponto de partida para a construcao de uma algebra
ou o-algebra é a fixacao de uma classe C com estrutura bastante simples, ou nenhuma
estrutura em particular, que tenha como elementos os subconjuntos com interesse par-
ticular para o problema em questao. Deseja-se entao construir a menor algebra ou
o-algebra possivel que contenha a classe de interesse C. A existéncia de uma tal
algebra ou o-algebra “minima” que contenha C é garantida pelos resultados seguintes.

Lema 1.3. A intersecao arbitrdria de dlgebras (o-dlgebras) € uma dlgebra (o-dlgebra).

Demonstracgao: O resultado serd provado para algebra, a demonstracao para o-algebra
¢ analoga.
Seja A uma colegao arbitraria e nao-vazia de algebras. Defina

Ao = Naea A

Claro,
Qe AVAe A= Qe A,





